Multimedia im Mathematikunterricht

MiM Regionalgruppe Tubingen 16.02.2003

Simulation eines radioaktiven Zerfalls, Zerfallsfunktionen

Beobachtet wird der Zerfall des M&M-Isotops. Die M&M-Atome bestehen aus
Schokolinsen, die auf einer Seite mit einem M markiert sind, die andere Seite tragt
keine Markierung. Zu Beginn der Beobachtung sind 300 M&M-Kerne vorhanden, die mit
einer bestimmten Wahrscheinlichkeit innerhalb einer Zeiteinheit zerfallen. Zur
Vorbereitung werden die M&M-Isotope in Pappbechern abgezahlt. Im Beispiel waren
es funf Schulerteams und jedes davon erhielt einen Becher mit 60 Atomen. Der Zerfall
lauft nach folgender Gesetzmaligkeit ab. Die M&M werden auf den Tisch geworfen.

Liegt das Atom mit M sichtbar nach oben
auf dem Tisch, so muss dieses sofort
zerfallen und wird aufgegessen.

Liegt das Atom mit dem M nach unten, so
darf es nicht zerfallen und wird zurtck in
*= den Becher gelegt.

Nach jedem Wurf werden die noch
vorhandenen M&M-Atome gezahlt und in
eine Tabelle eingetragen.

Danach erfolgt der zweite Wurf und die dabei zerfallenen M&Ms werden gegessen, die
ubrig gebliebenen gezahlt und in die Tabelle eingetragen. So fahrt man fort, bis nur
noch ganz wenige M&Ms vorhanden sind.

Die Daten werden anschliefiend mit dem GTR bzw. mit Excel ausgewertet.

Der Zerfall der M&M-|sotope

Zeit 0 Sumg‘loeo Zerfall von M&M
1 173 350
2 91 300
3 56 =
i
S 21 T 50 N
6 15 . N
7 7 < . N
8 3 0 . ‘\T——‘_"T"‘—-?
0 . 4 5 8 10
Zeit

Arbeitsblatt:
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Simulation eines radioaktiven Zerfalls

Beobachtet wird der Zerfall des M&M-Isotops. Sie erhalten einen Pappbecher mit 60
M&Ms. Tragen Sie die Anfangszahl in die Tabelle ein. Der Zerfall lauft nach folgender
Gesetzmaligkeit ab. Die M&M werden auf den Tisch geworfen.

Liegt das Atom mit M sichtbar nach oben auf dem Tisch, so muss dieses
sofort zerfallen und wird aufgegessen.

Liegt das Atom mit dem M nach unten, so darf es nicht zerfallen und wird
zuruck in den Becher gelegt.

Nach jedem Wurf werden die noch vorhandenen M&M-Atome gezahlt und in eine
Tabelle eingetragen.

Danach erfolgt der zweite Wurf und die dabei zerfallenen M&Ms werden gegessen, die
ubrig gebliebenen gezahlt und in die Tabelle eingetragen. So fahrt man fort, bis fast alle
M&Ms zerfallen sind.

Tabelle 1

Zeit 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Anzahl der noch nicht

zerfallenen Atome 60

Fassen Sie nun in der folgenden Tabelle die Ergebnisse aller Gruppen zusammen.

Tabelle 2

Zeit 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Anzahl der noch nicht
zerfallenen Atome
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Auswertung mit dem CASIO CFX-9850GB PLUS

Wahlen Sie das Menu 2-STAT

Geben Sie die Zeiten in die Liste 1 ein und | e L'E;u: Lizk AList U
die Anzahlen in die Liste 2 2 ] AE!
I

5 y EL1 d

GRPHACALCITESTITHTE OIS T J o

Mit (F) [GRPH] und anschlieRend L R
[GRPH1] erhalt man eine graphische 2 ] BRE
Darstellung der Messreihe. h i
5 4 El]

[GFHL [GFHE [GFH3

¥ [Med [ a3 [y |

Nun konnen verschiedene
Regressionskurven ausgewahlt werden.
Mit der Taste erhalt man aul3er den

Polynomfunktionen noch weitere e
Funktionstypen.

LT [E=F [Fur BUAR [0 [ &
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Wéhit man zum Beispiel im ersten Menii i R
mit [X*4] ein Polynom 4.-ten Grades, =-3. 5912545
werden die Koeffizienten angegeben. 5;??5%2133%
=308, 416472
Mit der Taste (F5) [COPY] kann diese w=axftbedtoxdtdete

. . . . COFY |DREAL)
Funktion zur Weiterverarbeitung in das

GRAPH-Menti kopiert werden.

Mit der Taste (F6) [DRAW] wird die
gefundene Regressionskurve durch die
Messpunkte gezeichnet.

Da der Rechner hier als Bestimmtheitsmal
keinen Korrelationskoeffizienten liefert,
kann die Gite nur am Schaubild beurteilt

| = [Med [=a2 a3 By

werden.
Zum Vergleich kann man noch die P Fiony ss33so
Exponentialfunktion wahlen. b =-0.5438217

27 BORSELT 7
Hier wird allerdings das Bestimmtheitsmal} }l:ar:exb_-::
angezeigt, im Beispiel r> = 99%

COFY |DREAL)

Der Vergleich der beiden Schaubilder |asst
leider auch keine Entscheidung Uber die
,bessere“ Anpassung der Kurve an die
Messpunkte zu.
Zur weiteren Auswertung soll daher das [ IMed [ng 23 [ ] T

Programm Excel eingesetzt werden.

Ein besserer Vergleich beider Kurven lasst
sich im Grafikmenu des GTR durchfuhren.
Dazu kopiert man beide Gleichungen mit
[COPY] und speichert sie dort mit
[EXE].

Das Polynom 4.-ten Grades ist als Y1, die
Exponentialfunktion als Y2 gespeichert.

Nun wechselt man in das Meni 5-GRAPH
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Dort lasst man beide Kurven zeichnen und
stellt keinen deutlich sichtbaren
Unterschied fest.

Nun kann man hier, im Gegensatz zum
StatistikmenU den Zeichenbereich
erweitern und das Verhalten beider Kurven
fur grol3e x-Werte untersuchen.

Wie zerfallen die M&Ms nach der
Polynomfunktion, wie nach der
Exponentialfunktion?

Mit [SHIFT] [V-Window] wird der
Zeichenbereich eingestellt.

Uigw Window

max H

scalesl

[IHIT FRIGIETD

Wir stellen den maximalen x-Wert auf 20
und ,blicken damit in die Zukunft.

Hier zeigt das Polynom einen
erstaunlichen Verlauf, die fast schon ganz
zerfallenen M&Ms wachsen plotzlich
wieder an, und zwar auf eine grofRere Zahl
als der Anfangswert.

Uigw Window
smin & -H.4

scale:
Ymin f-T1.295
max S329.7

scalesl
[IHIT FRIGIETD

N

Das Schaubild der Exponentialfunktion
nahert sich dagegen asymptotisch der x-
Achse
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Auswertung mit Excel
Die Daten werden in ein Tabellenblatt A | B | C D
eingeben und markiert (ohne Text). 1 |Der Zerfall der M&M-|sotope
2
4 0 300
5 1 173
i | by 45 oo - (7)), 6 2 91
G PTLEE SE . By . 7 3 56
Diagrammi-Assistent 8 4 30
F G 9 5 21
10 6 15
11 7 7
12 8 3
13

Als Diagrammtyp wahlt man ein
Punkt(XY) — Diagramm und wahlt die
Schaltflache

Fertig stellen

330

300

230

200

1580

100

a0 *

Diagramm-Assistent - Schritt 1 von 4 - Diagrammtyp

Standardtypen ] Benutzerdefinierte Typen l

Ciagrammtyp: Diagrammuntertyp:
[l aule = N .

B Balken * .

[t Linie + ",

2 Freis

iy Netz

[ Oberflache

®: Blase

5 Kurs

X
il

Punkte, Yergleicht Werte paarweise,

Schaltflache gedrickt halten fir Beispiel |

| Weiter = | Fertig stellen|

@ Abbrechen
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Nun klickt man mit der rechten Maustaste
auf die Datenpunkte im Diagramm und Sﬁﬂl
wahlt aus dem Kontextmeni den 300 £
Menupunkt Trendlinie hinzufiigen. 250
" 200 N
= Datenreihien Formatieren. . . 150
I i
Diagrarmmktyp. .. 100 4]
- DQtEI'IEILIE"E. v B 501 %' Datenreihen formatieren. ..
1]
Jienite Hnaficen.. o, I

Lischen

Trendlinie hinzufigen. ..

Laschen

Im nachsten Fenster wahlt man dann zum
Beispiel ein Polynom 6.-ten Grades.

(In dieser Excel-Version heif3t die Ordnung
des Polynoms falschlicherweise
,Reihenfolge®)

Trendlinie hinzufiigen

Tvp ] Opkionen ]
Trend-/Regressionstyp

Linear

m Reihenfolge:

Polynomisch

Gleitendar Durchschnitt

Exponentiell

Basierend auf Reihe:

I

oK | Abbrechen |

Im Register Optionen aktiviert man nun
noch die Kontrollkastchen

Gleichung im Diagramm darstellen
und

Bestimmtheitsmal} im Diagramm
darstellen.

Trendlinie hinzufiigen

Tvp Optionen l
Mame der Trendlinie
% Autornatisch: Palynomisch (Reihel)

7 genutzerdefiniert: |

Trend

Yorwarts: 1} 3 Einheiten
Rickwarts: |0 3 Einheiten

I Schnittpunk: = a

Iv Gleichiung im Diagrammm darstelen

A (F

A (F

v Be_stiw&theitsmaﬁ im Diagramm darstellen

Ok | Abbrechen
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Regression mit einem Polynom 6.-ten
Grades.

R?=0,9996

350

200

250

200

180

100

a0

y = -0,0036:° + 0,0028:° - 0,7473x* + 0,1882:¢ + 20 5227 - 156 34% +
300,18

R? = 0,9996

Regression mit einer Exponentialfunktion.

R? =0,9906

350

300

250

200

150

100

a0

y = 204 55001

R? = 0,9908

Nach dieser Auswertung kann also auch nicht entschieden werden, welche Funktion
den Zerfall beschreibt, das Polynom scheint geringfligig besser geeignet zu sein.
Gleiche Werte erhalt man auch fur Polynome 4.-Grades.
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Modellbildung fliir den Zerfall des M&M-Isotops

Die M&M-Atome sind linsenférmig und haben auf einer Seite eine Kennzeichnung mit
einem M. Da diejenigen Atome, die mit dem M nach oben zerfallen, kann man von einer
Zerfallswahrscheinlichkeit von 50 % ausgehen. Es ergibt sich folgendes Modell.

Pro Zeiteinheit zerfallen 50 % der vorhandenen M&Ms.

Anzahl(Zeit) sei die Anzahl der vorhandenen M&Ms, der Anfangsbestand ist Anzahl(0).
Es qilt die Modellgleichung:
Anzahl(n+1) = Anzahl(n) — Anzahl(n) « 0,5

Dieses Modell kann man leicht in Excel realisieren.

Modell des Zerfalls in der Formelansicht. A B
1 Zeit Anzahl
20 1000000
3 =A2+1 =B2-B2"0,5
4 =A3+1 =B3-B3"0,5
5 =Ad+1 =B4-B4"0,5
B | =A5+1 =B5-B5"0,5
Modell mit Diagramm R R S s s S s
2 0 1000000 [
a 14 500000 1200000
4 2 260000 |
5 3 125000 | 1000000
B 4 62600
7 5 MO | oo
1] 3 15625
4 7 7813 |
10 3 3006 Go0000
11 9 1963 |
12 10 a7 | 400000
E] 1 488
e 12 244 | 200000
15 13 122
1814 oA 0 R R R |
17 15 M N
18 16 16 | ) 3 10 13 20 25
19 7 ]
20 18 4
i 19 2
Regression mit einer Exponentialfunktion. 1200000
_ y= 1E+069-U‘5931x
Rz =1 1000000 ——
300000 \
600000 \
400000 \
200000 \‘_‘
0 T +
0 5 10 15 20 25
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Regression mit einem Polynom 4.-ten 1200000

Grades. 1000000 =44 34 0478 32 + 46115, - 351407y + 887194
R?=0,9556

R2 = 0,9556 800000

600000 \
\

400000
A
200000

0 \’Nl‘_‘,f"’___"‘“‘k——/
5 10 15 20 25
-200000
Regression mit einem Polynom 6.-ten 1200000
Grades. 1000000 4—¥= 039318 - 31556 + 1002.5¢ - 16054 + 1358502 -
577533 + 984058
R2=0,9978 800000 R®=0.9078

500000 \\
400000 \
200000 \\‘

0

-200000

Notwendigkeit der Modellbildung in Mathematik

Sollen Daten grafisch aufbereitet werden, so kann die Statistik in der Mathematik
wirklich hilfreich sein. Jedoch kann die statistische Bearbeitung (Empirie) der Daten die
theoretischen mathematische Modellbildung (Theorie) in der Naturwissenschaft nicht
ersetzen.

In kleinen Bereichen ist die ganzrationale Funktion mit hohem Grad eine wirklich gute
Annaherung oder Anpassung oder Regression der "wirklichen" Kurve.

Aber fur Prognosen Uber den im Versuch abgedeckten Bereich hinaus, ist es
unerlasslich, sich durch theoretische Uberlegungen fiir ein Modell zu entscheiden, das
dann fur die Entscheidung des Kurventyps die Grundlage bildet.

So ist es wirklich unsinnig, eine Zerfallskurve mit einer ganzrationalen Funktion
anzugleichen, denn diese Kurve wird irgendwann nach + oder - unendlich gehen und
das kommt beim Zerfall zu keinem Zeitpunkt real vor. Der Zerfall nahert sich immer der
Null.

Hier muss also insbesondere der Verlauf fiir groRe x-Werte mit bertcksichtigt werden.
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