Abschätzung des Platonischen Jahres auf Grundlage einfacher Betrachtungen am Fahradfelgenkreisel

Die Gesetze der Physik erlangen in der Astronomie mit dem Grundsatz ihrer Universalität für den Schüler eine neue Bedeutung. So, wie die Präzessionsperiode für das Kreiselexperiment im Klassenzimmer berechenbar ist, so kann sie auch für das „kosmische Experiment“ mit dem Kreisel Erde berechnet werden. Auf Grundlage elementarer Modellvorstellungen wird die Präzessionsperiode der Erde, das Platonische Jahr, abgeschätzt.
Vorbemerkungen
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Abbildung 1: Folienvorlage: Darstellung der Wanderung des Frühlingspunktes durch die Tierkreissternbilder. Vor etwa 2000 Jahren schnitt der Himmelsäquator die Ekliptik im Sternbild Widder (daher auch die Bezeichnung Widderpunkt) und die Rotationsachse der Erde zeigte  deutlich weg vom Polarstern. Heute befindet sich der Schnittpunkt von Himmelsäquator die Ekliptik im Sternbild Fische nahe dem Sternbild Wassermann (die Erdachse zeigt nun auf einen Punkt ganz dicht beim Polarstern), wo er etwa in den folgenden 2000 Jahren liegen wird. 

Zur qualitativen Beschreibung der Präzession der Erde könnte die in Abb. 1 gezeigte Folie verwendet werden. Zum Einstieg in die quantitative Beschreibung der Präzession wird hier ein Fahrradfelgenkreisel (Abb. 2) verwendet, weil dessen Trägheitsmoment ausreichend groß und einfach zu berechnen ist, weil seine Rotationsgeschwindigkeit noch ohne besondere Hilfsmittel bestimmbar ist und weil er eine für den Anfang überschaubare Anordnung liefert. Zudem ist die Fahrradfelge als solche ein dem Schüler wohl vertrauter Gegenstand.
In waagerechter Lage der Rotationsachse des Fahrradfelgenkreisels gestaltet sich das Experiment besonders eindrucksvoll und bietet gleichzeitig ein einfaches Szenario zur Einführung aller notwendigen physikalischen Größen und Formelzusammenhänge, wie auch zu deren Bestätigung (siehe Abb. 2). Auch sollte man Schülern die Präzessionswirkung, die ein auf die Felgenachse wirkendes Drehmoment zur Folge hat, durch Halten und Kippen der rotierenden Felge fühlbar werden lassen.

Der Fahrradfelgenkreisel kann vereinfacht als Ring betrachtet werden, dessen Trägheitsmoment J für die Rotation um die Symmetrieachse sich aus J=m∙R² (m...Masse des Rings, R…Radius des Rings) ergibt. Den Drehimpuls 
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. Das aufgrund der Schwere der Felge EQ  angreifende Drehmoment 
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berechnet sich aus dem Vektorprodukt des Radiusvektors 
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und des Kraftvektors 
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. Das Vektorprodukt findet an dieser Stelle eine Anwendung. Der Betrag des Drehmoments ergibt sich aus  |
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)=r∙F∙sin ε.  Das Drehmoment an der Achse des Felgenkreisels erzwingt eine Ausweichbewegung der Felgenachse mit der Präzessionswinkelgeschwindigkeit 
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, deren Drehachse senkrecht zur Ebene steht, die von 
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aufgespannt wird. Es gilt: 
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)=ωP∙L∙sin(180°-ε) (siehe auch Abb. 3 rechts) kann schließlich in Vorbereitung einer Analogiebetrachtung zum Platonischen Jahr die Präzessionsperiode TP des präzedierenden Fahrradfelgenkreisels berechnet werden. Diese ergibt sich mit sin ε=sin(180°-ε) aus EQ 
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Die Formel zeigt auch, dass die  Präzessionsperiode bei ansonsten gleich bleibenden Größen vom Neigungswinkel ε unabhängig ist (siehe Abb. 3, 3). 
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Abbildung 2: Experiment und Abstraktion im Vergleich. Links: Fahrradfelgenkreisel. Eine mit einem Bleiband belegte Fahrradfelge wird in schnelle Rotation um ihre Achse versetzt. Hängt man diesen Kreisel wie dargestellt mit einem Achsende an einen Faden, so kippt er nicht dem Drehmoment folgend nach unten, sondern weicht senkrecht dazu seitlich aus. Rechts: Zeichnerische Abstraktion des Experiments mit Darstellung der zur Beschreibung notwendigen physikalischen Größen. Die Kreiselachse beschreibt einen Kreis. Der Präzessionskegel hat in diesem Fall eine Öffnung von 2ε=180°.

Freihandmessungen mit Lineal, Stoppuhr und Federwaage haben für den in Abb. 2 gezeigten Felgenkreisel z. B. folgende Werte ergeben: m=2kg, R=0,26m, r=0,13m und ω=(20·2π)/8s (20 Umdrehungen in 8s). Auf Grundlage dieser Werte kann die Theorie angewendet und getestet werden. Mit F=m∙g ergibt sich so theoretisch eine Präzessionsperiode von TP≈5,2s. Die praktische Bestätigung dieses Wertes durch die Messung von TP (für den in Abb. 2 gezeigten Versuch wurden etwa 4s gemessen) gibt Sicherheit zur Nutzung des Formalismus für die folgende abschätzende Berechnung der Präzessionsperiode der Erde. 

Für den Vergleich des Felgenkreisels mit dem Erdkreisel ist eine weitere Experimentierstufe empfehlenswert, bei der die rotierende Felgenachse in schräger Lage demonstriert wird (siehe Abb. 3). Es zeigt sich nun auch experimentell, dass die Präzessionsperiode TP für verschiedene ε unverändert bleibt, die Achsspitze jedoch wegen des geringer gewordenen Drehmoments einen kleineren Kreis beschreibt. Des weiteren wird in Vorbereitung auf den abschließenden Vergleich zwischen schrägem Fahrradfelgenkreisel und Erdkreisel in der zeichnerischen Darstellung in Abb. 3 rechts nicht mehr die Gewichtskraft als Moment erzeugende Kraft eingezeichnet, sondern die gleichgroße Gegenkraft (man denke an das Moment erzeugende Kräftepaar), wobei sich auch der Richtungssinn des Radiusvektors ändert. Damit wird eine größtmögliche Ähnlichkeit in der physikalischen Situation von Fahrradfelgenkreisel und Erdkreisel angestrebt (siehe Abb. 44 links).
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                       Abbildung 3: Übergang vom waagerechten zum schräg stehenden Fahrradfelgenkreisel.

Mit dem schräg stehenden Felgenkreisel ist nun die Modellvorstellung gegeben, um eine abschätzende  Berechnung der Präzessionsperiode des Erdkreisels (Platonisches Jahr) vornehmen zu können. Für die Einsicht in die Wirkung eines Drehmoments auf die Achse des Erdkörpers ist es zunächst wichtig zu zeigen, dass kein Drehmoment wirken würde (ganz gleich von wo die Kraft wirkt), wenn die Erde Kugelgestalt hätte. Im Gegensatz dazu ist ein Ring im Allgemeinen einem Drehmoment ausgesetzt. Entsprechend ist der Erdkörper, den man sich zusammengesetzt aus Kugel und Äquatorwulst (als spezieller Ring) denken kann, einem Drehmoment ausgesetzt.

Im Gegensatz zum Modellexperiment greift der Kraftvektor nicht an der Achse sondern am Äquator an. Im Sinne bestmöglicher Analogie wurde in Abb. 44 der Radiusvektor mit dem angesetzten Kraftvektor in Richtung der Erdachse gedreht, was zum gleichen Drehmoment führt.

Für den Betrag der Kraft wird hier nur die Differenz der Gravitationskräfte (man erinnere hier vielleicht auch an die Gezeiten, siehe Kap. 17), die auf die verschieden weit von der Sonne entfernten Massenelemente des Äquatorwulstes der Erde wirken, angenommen. Bei Annahme, dass sich die Massenelemente im sonnennächsten und sonnenfernsten Punkt des Wulstes konzentrieren, ergibt sich die Kraft aus der Kraftdifferenz ΔFG=FG2-FG1 (siehe Abb. 44). Man erhält


[image: image31.wmf],

)

)(

(

γ

)

1

1

(

γ

²

²

²

²

2

1

1

2

1

2

1

2

-

r

r

r

r

r

r

m

m

r

r

m

m

F

W

S

W

S

G

+

×

×

×

=

-

×

×

×

=

D


(γ...Gravitationskonstante, mS...Sonnenmasse, mW...Masse des halben Äquatorwulstes, r1 und r2...größter und kleinster Abstand des Wulstes zur Sonne). Mit (r2+r1)≈2r und r22∙r12≈r4  sowie mit (r2-r1)≈2R∙cos ε (siehe Abb. 44 rechts, R...Erdradius Pol, r...mittlerer Abstand Sonne-Erde, ε=23,5°...Neigung der Erdachse) erhält man
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Das Platonische Jahr kann nun aus
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abgeschätzt werden, wobei das Trägheitsmoment des Erdkreisels J vereinfachend durch das Trägheitsmoment einer homogenen Kugel vom Radius R (J=2/5∙mE∙R²) dargestellt wird. Der Beitrag des Äquatorwulstes zum Trägheitsmoment der Erde ist vernachlässigbar. Mit 2mW=1,937∙1022kg (berechenbar aus der Volumendifferenz 'Erde als Rotationsellipsoid minus Erde als Kugel mit Polradius' und der mittleren Dichte der Erde), mE=5,979∙1024kg, mS=1,985∙1030kg, r=150∙109m und ω=2π/86400s erhält man für die Länge eines Platonischen Jahres einen Wert von TP≈25.000 Jahren. 
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Abbildung 4: Links und Mitte: Vergleich zwischen Felgenkreisel und Erdkreisel (Rotationsrichtung der Erde hier umgekehrt). Der Erdkreisel  (Modell) besteht aus einer Kugel und dem Äquatorwulst. Die  Moment erzeugende Kraft auf die Erdachse resultiert nur aus der unterschiedlichen Gravitationswirkung auf den Äquatorwulst, wobei der Wulst, wie veranschaulicht, in zwei Punktmassen konzentriert angenommen wurde.  Rechts: Ein Globusmodell ist wichtig zur Vorstellung der bildlich demonstrierten Eigenschaften und Größen.
Die obige Rechnung wurde beispielhaft für die Moment erzeugende Wirkung im Gravitationsfeld der Sonne durchgeführt. Es muss hier jedoch betont werden, dass der Mond aufgrund seiner Nähe eine deutlich größere Wirkung ausübt. Auch die Fliehkraftdifferenz zwischen den mit gleicher Bahngeschwindigkeit, aber unterschiedlicher Entfernung zum Bahnzentrum sich befindenden Elementen des Äquatorwulstes wurde nicht berücksichtigt. Eine weitere Verbesserung würde die Rechnung dann noch bei Berücksichtigung der monatlichen, jahreszeitlichen und ca. 18,6-jährigen Variation der Kraftwirkung infolge der in diesen Rhythmen wechselnden Konstellation des Systems Erde-Mond-Sonne erfahren. In der Summe der weiteren Einflüsse ergibt sich jedoch eine mittlere Wirkung, die der im Modell betrachteten sehr nahe kommt. 

Abschließend soll noch bemerkt werden, dass die anfangs beschriebene Wanderung des Frühlingspunktes durch die Tierkreissternbilder neben der Präzession des Erdkörperkreisels auch auf die Präzession des „Erdbahnkreisels“ (Planetenpräzession) zurückzuführen ist. Dazu ist Verständnis dafür zu entwickeln, dass ein Kreisel nicht vollständig mit Massenelementen gefüllt sein muss und dass auch keine stoffliche Verbindung zwischen dem Drehzentrum und den Massenelementen, die dieses umlaufen, vorhanden sein muss. Entsprechend kann die Bahn eines die Sonne umlaufenden Planeten (wie z. B. die Erdbahn) als Kreisel verstanden werden. Die Achse des Planetenbahnkreisels erfährt durch die Gravitationswirkung der anderen Planeten ein Drehmoment, da deren Bahnebenen zur Ebene des betrachteten Planeten (hier der Erde) leicht geneigt sind. 

Quellen

Falk, G., Ruppel, W.: Mechanik Relativität Gravitation, Springer-Verlag, Berlin u. a. 1973

Betrachtungen am präzedierenden Fahrradfelgenkreisel
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Versuchsaufbau/-durchführung
Benötigt werden: Felgenkreisel (z. B. von Leybold, Federwaage zur Bestimmung der Masse des Felgenkreisels, Stoppuhr, Lineal.

Der Felgenkreisel wird in schnelle Rotation versetzt und anschließend wie im Bild gezeigt an einer Achse frei hängend seiner Präzession unterworfen.

Aufgabe

Ermitteln Sie die Präzessionsperiode des Fahrradfelgenkreisels experimentell (Mehrfach-messung) und auf theoretischem Wege!
Ergebnisse
theoretisch:  m=              , R=             , r=              , ω=                          , F=
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praktisch:
	TP[1]

	TP[2]
	TP[3]
	TP[4]
	TP[5]
	TP=(Σ TP[1…5]) / 5
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