Geometrische Verteilung — Erarbeitung — Losungen
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X kann die folgenden Werte annehmen:

alle natirlichen Zahlen, also 0, 1, 2 ...

c) PX=k)=1—-p) 1 p firk € N\{0}.
Anmerkung 2: Dannist P(X = k) = (1 — p)* - p fur k € N.

d) Nachweis:
e Nicht-Negativitdt: Fir jedes kist 0 < P(X = k) <1,

da0 <p <lunddamitauch0 < (1-p) <1,
alsoauch0 < (1 —p)*1-p <.
e Normiertheit: Y5, P(X = k) =Y5 (1 —p)1-p
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e) p=

P(X = k) 0,1667 0,1389 0,1157 0,0965 0,0804 0,0670
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Geometrische Verteilung — Aufgaben — Losungen
1. p=0,7

k 1 2 3 4 5 6

P(X = k) 0,7 0,21 0,063 0,0189 0,00567 0,0017

2. a) Beim beschriebenen Miinzwurf handelt es sich um ein Bernoulli-Experi-
ment mit der Trefferwahrscheinlichkeit p = %. Da X die Anzahl der Durch-
fihrungen bis zum ersten Treffer, zahlt ist X geometrisch verteilt mit Para-

1
meterp = .

b) E(X) = 4. Auf lange Sicht sind im Durchschnitt vier Versuche nétig, um
mit zwei Miinzen zweimal Zahl zu werfen.

3. a) {X > k} bedeutet, dass bei den ersten k Durchfiihrungen des zugrunde-
liegenden Bernoulli-Experiments kein Treffer auftritt, d.h. es tritt k-mal
nacheinander Niete auf. Damitist P(X > k) = (1 — p)¥.

b) {X < k}ist das Gegenereignis von {X > k}, also ist nach Teilaufgabe a
PX<k)=1-PX>k)=1-(1-p)k.

4. X zahlt die Anzahl der Wiirfe bis zur ersten Sechs. Dann ist X geometrisch
verteilt mit Parameter p = %.

a) P(X<6)=1-— (2)6 ~ 0,6651

b) P(X > 10) = (5)10 ~ 0,1615

6
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o) PX<k)>09 1—(5) >09 < (g) > 0,1
& k>logs01 & k=>126
6
Man muss mindestens 13-mal wiirfeln, um mit einer Wahrscheinlichkeit
von mindestens 90 % mindestens eine Sechs zu werfen.

5. X zahlt die Anzahl der Zlige, bis die rote Kugel gezogen wurde. X ist geomet-

: . 1
risch verteilt mit Parameter p = =

N2 1 16
a) P(X=3)=(E) 2=-22=0,128

b) P(X<5)=1- (g)5 ~ 0,672



c) E(X) = 5. Also wird im Mittel auf lange Sicht finfmal gezogen, bis die
rote Kugel zum ersten Mal gezogen wird.

3
d PX<3)=1- (g) = (0,488. Damit ist die Gewinnwahrscheinlichkeit

fir Benjamin etwas geringer als die flir Anna. Da der mogliche Gewinn
gleich ist, ist das Spiel nicht fair. Allerdings ist es naherungsweise fair.
Wenn Y den Gewinn fiir Benjamin beschreibt, so ist E(Y) = 0,488 —
0,512 = 0,024. Im Mittel verliert Benjamin auf lange Sicht durch-
schnittlich ca. 2 Cent pro Spiel.

. Nach der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit ist

_ _ P((X=k+n{X>k}) _ P(X=k+l) _
PX=k+!l|X>k)= PGoE) = P(X>k),denn{X—k+l}§

{X > k} (Wenn man k + [ Durchfiihrungen bis zum ersten Treffer hat, dann
hat man mehr als k Durchfiihrungen bis zum ersten Treffer.)

Mit den zugehdrigen Wahrscheinlichkeiten, der Formel aus Aufgabe 3 a)

P(X=k+l) _ -p)*p 1
P(x>k)  (1-p)k =1-p) p=

und dem Potenzgesetz ergibt sich

PX=k+1).

Interpretation: Wenn bekannt ist, dass man langer als k Wiirfe auf die erste
Sechs warten muss, dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass diese nach k + [
Wiirfen kommt, gleich grol8 wie die, dass ich beim Wiirfeln [ Durchfihrun-
gen auf die erste Sechs warte.

. a) Anjagewinntin den Fallen: A, BAA, BABAA, BABABAA, BABABABAA usw.
Die Wahrscheinlichkeit betragt:

p+(1-p)p*+@A-p? p’+1A-p)P p*+1A-p)* p>+-
=p-(1+1-p-p+A-p?p*+Q-p’° pP’+A-p)* p*+-)

.Y k. (1—pYe=p-FY° (p-(1—-p))zp. L ___ P
=p TP - (1-0)=p - Xio(p- 1 -P)) =P i = ray

nach der Formel fir die geometrische Reihe.
b) Beide Spielerinnen besitzen dieselbe Wahrscheinlichkeit, wenn Anjas Ge-

winnwahrscheinlichkeit - betragt. Die Gleichung —P2 = Lfihrt auf die
2 1-p:(1—p) 2
. . 2 . . 345
quadratische Gleichung p“ — 3p + 1 = 0 mit den Lésungen p; , = ——. Da

2
p, > 1list, ist nur p, relevant.






