Aquivalenzumformungen

Was ist eine Aquivalenzumformung?

Beim Ldsen von Gleichungen wendet man auf beiden Seiten der Gleichung dieselbe Rechenoperation an.
Erlaubt sind dabei solche Operationen, die die Lésungsmenge der Gleichung nicht veradndern, diese nennt man
Aquivalenzumformungen:

Beispiel 1: 7Xx+3=5x-4 |—3 Addieren / Subtrahieren einer Zahl
IX=5Xx-17 |—5X Addieren / Subtrahieren eines Terms
2x=-7 |: 2 Multiplizieren mit / Dividieren durch eine/r Zahl (# 0)
Xx=-3,5

Beim Anwenden der Rechenoperationen ist darauf zu achten, dass diese jeweils auf die ganze linke bzw. rechte
Seite der Gleichung wirken. Bei komplizierteren Termen setzt man immer zuerst eine Klammer um jede Seite
der Gleichung und l6st diese dann auf.

Beispiel 2: X2+ % X=5 |~3 falsch: X2 +2x=15 &K

richtig: (x2+§x]~3=15 =  3x*+2x=15 ¢

Multiplizieren mit einem Term

Es ist erlaubt, mit einem Term zu multiplizieren bzw. durch einen Term zu dividieren, wenn sichergestellt ist,
dass dieser nicht gleich null ist.
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Beispiel 3: —X_2+3 4x |(X 2) fir x#2 = (X—2+3j (X 2) 4x (X 2)
=  X+3:(x—-2)=4x-(x-2)
=
Beispiel 4: 2X+%=6 2" isterlaubt,da 2° >0 = (ZX)2+9:6-2X
=
Beispiel 5: X +2x°=0

falsch: dividieren durch X’ , denn es ist moglich, dass x? =0 ist.

richtig: X*-(X+2)=0 ; Satz vom Nullprodukt: X, =0; X, =—2



Anwenden von Funktionen auf beiden Seiten

Bilden des Kehrwerts

Wenn beide Seiten der Gleichung nicht null werden kénnen, darf auf beiden Seiten der Kehrwert gebildet
werden.

1 -1 1 11
Beispiel 6: ——=4 ‘() = X+3== |—3 = X=——
X+3 4 4
X —
Beispiel 7: 3 =4 Das Bilden des Kehrwerts ist nicht erlaubt, da X — 2 null werden kann.
X +X

Quadrieren / Potenzieren mit geraden Hochzahlen

Beim Quadrieren / Potenzieren mit geraden Hochzahlen bekommt man maéglicherweise zusétzliche Losungen
einer Gleichung, die ursprunglich nicht vorhanden waren. Deshalb muss man am Ende eine Probe machen.

Beispiel 8: Jx-3=-5 | (.. .)2 Probe: \J28-3=+45%#-5

Xx—-3=25 |[+3
| X = 28 ist keine Losung der Gleichung.
X =28 Die Gleichung hat also keine Lésung.

Potenzieren mit ungeraden Hochzahlen

Beim Potenzieren mit ungeraden Hochzahlen bekommt man keine zusétzlichen Lésungen, dies ist also immer
erlaubt und es ist keine Probe nétig.

Waurzelziehen

Beim Ziehen der Quadratwurzel (auch vierte, sechste Wurzel usw.) ist darauf zu achten, dass man niemals die
Wurzel aus negativen Zahlen zieht. Man erhalt dabei immer zundchst die positive von zwei méglichen
Ldsungen, die zweite L&sung ist deren Gegenzahl.

Beispiel 9: x* =16 ‘ (‘/_
X, = 416 =2 Die zweite mogliche Losung ist X, = —316 = -2
Beispiel 10: (X+ 2)2 =9 | \F

X +2=3 oder X, +2=-3
X =1 oder X,=-5

Auch beim Wurzelziehen mit ungeradem Wurzelexponenten ist darauf zu achten, dass man niemals die Wurzel
aus einer negativen Zahl zieht. Man erhalt dabei immer nur eine Lésung. Das Vorzeichen erhalt man aus der
Betrachtung der Parabeln ungerader Ordnung:



Beispiel 11: x> =-8 ‘ 3/_ falsch: X = 3/—_ =2X
richtig: X =—3 |—8| =-3g==2¢

Das Vorzeichen der Losung ist negativ, weil die Parabel 3. Ordnung vom dritten Quadranten
zum ersten Quadranten verlauft. Beim y-Wert -8 muss der gesuchte x-Wert also negativ sein.

Anwenden von Exponential- oder Logarithmusfunktionen

Das Anwenden von Exponentialfunktionen ist immer erlaubt und es ist keine Probe nétig. Beim Anwenden von
Logarithmusfunktionen miissen beide Seiten der Gleichung positiv sein.

Beispiel 12: In(x2+3):2 |e("') = x*+3=¢’ =
Beispiel 13: e?3 =1 |In() = 2x+3=0 isterlaubt, da €*>0 und 1> 0.

G | Das Anwenden der In-Funktion ist nicht erlaubt, da —1<0.

Termstrukturen erkennen

Um herauszufinden, welche Aquivalenz-

umformungen in welcher Reihenfolge angewandt 1. Klammern
werden mussen, muss man sich zuerst die Struktur 2. Potenz / Wurzel
des gegebenen Terms klar machen. Dazu muss man 3. Punktrechenarten
die Hierarchie der Rechenarten kennen: 4. Strichrechenarten

Man geht stets von der Variable x aus und untersucht, welche Operationen nacheinander auf x wirken.

Beispiel 14: 5. (Xz i 3) -35 Die Aquivalenzumformungen erfolgen in
umgekehrter Reihenfolge:

2

1. Potenz X 1. Division durch 5 xX*+3=7
2

2. Summe X +3 / 2. Subtraktion der Zahl 3 X2 =4

3. Produkt 5-(x° +3) 3, X =2, X, =2

Wourzelziehen

Aufgaben
1. Mache dir die Termstruktur klar und lege die Reihenfolge der notwendigen Aquivalenzumformungen
fest wie in Beispiel 14:

2 10(vx+4)=50  b)10y2x+4-3=47 ) 10((x+4)" ~3)=70
1 2 Xt
) 5373 e) €2°° =1 f)In(2X2+1):1



2. Lose die Gleichungen wie in den Beispielen 1 und 2. Prife immer, ob sich vor der Anwendung von

Aquivalenzumformungen beide Seiten der Gleichung jeweils getrennt vereinfachen lassen.

Fur quadratische Gleichungen der Form ax? +bx+c =0 findet man die Lésungen mit der

—b++/b? —4ac

,Mitternachtsformel*: X, =

2a
a) 2X+7=14-5x b) %(3x+1):—x+2 c) (x—2)2:x2—2x
d) —4x*+6x-3=0 e 34+12x=—-X° f) xz—%x:Z
3. Lose wie in den Beispielen 3 und 6:
a) LszUrX;ﬁl b) i:0,1f[]rx;«r&2 c)§:4x—1fUrX¢0
1-x X—2 X

4. Lose wie in Beispiel 8 und mache die Probe. Achte darauf, dass vor dem Quadrieren die Wurzel allein

auf einer Seite der Gleichung stehen muss:

a) Ax+1l=-7 b 20X +x=2 Q) V2x+7-x=1.

5. Ldse wie in Beispiel 9, 10 und 11:

a) x°=64 b) X =27 ¢) (2x-3)" =25
1" 1
d) (x+3) =-32 e) | X+=| =—
) (x+3) ) ( 2} 16
6. Lose wie in Beispiel 12 und 13:
a) logy, (2x)=4 b) In(0,5x+1)=1 ¢) 2 =16
2 E>(—1
d e“t=1 e) 3e™ =12 f)43 =-16
Loésungen
1. a) Division durch 10, Subtraktion von 4, Quadrieren ( & Probe!)

b) Addition von 3, Division durch 10, Quadrieren, Subtraktion von 4, Division durch 2 ( & Probe!)
c) Division durch 10, Addition von 3, Wurzelziehen (2 mdgl. L6s.!), Subtraktion von 4

d) Kehrwert, Addition von 3, Division durch 2

e) Logarithmieren ('In(...) ), Subtraktion von 5, Division durch 2

f) Exponieren (e(“‘) ), Subtraktion von 1, Division durch 2, Wurzelziehen (2 mégl. L6s.!)

a) x=1 b)ng c) X=2 d) keine L. e) X1Y2=—6i«/§f) Xlzg,xzz—g
5 3
X=— b) Xx=52 =1Lx,=——
a) 5 ) c) X, 2 4
a) keine L. b) X, =4J_r2\/§ c)X:\E,Probe nur m. TR machbar, fiir X:—«Efalsch
a) X, =%2 b) X=+3 c) X, =4,x,=-1
d) x=-5 e) X, =0,x,=-1

a) X =5000 by x=2e—2 c¢) x=-3 d) X, =11 ¢ x=0,25In(4) f) k.L.



