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Gliederung

1. Bildungsplan

2. Fachlicher Hintergrund
3. Unterrichtsgang

4. Fazit
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Komplexe Zahlen

Bildungsplan Fachliches Unterricht

Baden-Wurttemberg

REGIERUNGSPRASIDIUM STUTTGART
SCHULE UND BILDUNG

Vorschlag zur inhaltlichen Schwerpunktsetzung

des Vertiefungskurses Mathematik

Zentrale Themen
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4. Komplexe Zahlen
— Gaul’'sche Zahlenebene,
— Rechnen mit komplexen Zahlen, auch Polardarstellung
— Losen von Gleichungen
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Zahlbereichserwelterungen

» von N zu Z (Klasse 5)

» von Z zu Q (Klasse 6)

» von Q zu R (Klasse 8)

» von R zu C (Vertiefungskurs 12)
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Zahlbereichserweiterungen von R zu C
» Imaginare Einheitimitiz=-1
»C={z|z=a+bi;a,beRundiz=-1}
»RcC

» Permanenzprinzip
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Bezeichnungen und Sonderfalle

» a heil3t Realtell von z ; Re(z)

» b hell3t Imaginarteil von z ; Im(z)
» b =0 —> zist eine reelle Zahl
» a =0 — zist eine rein imaginare Zahl

»z=a+b1;z=a-Db-1(konjugiert komplex)
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Grundrechenarten in Normalform
Z,=a;+bl ;z,=a, + byl

» Addition: z, + z,= (a; + a,) + (by + b,)-I

» Subtraktion: z, — z, = (a1 —a,) + (b, —b,)I

a1+b1-1 . (al+b1'i)'(az_b2'i)

az+b2'i o (az+b2‘i)‘(az—b2'i)

(a-az+bq-by)+(bi-az—a;-by)-i
322+b2

» Division: z4:z, =

Z1:Z2p =
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Zusammenhange zwischen zund z:
» 7+ 7 =2-Re(z)
»z7z—7=2-Im(z)

> 7.7 =a*+ b? =|z|?

> |z| =Va? + b2 = |7Z|
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Die Gauldsche Zahlenebene

N

e
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e
Polardarstellung grafisch

¢ ist der Winkel silqm I I T z
mit der positiven

Realteilachse YT I e

b
z=r-cos(p)+r-sin(ep)-i 4| R B
z=r1"-(cos(p) + sin(p) - i) () a | Re N
0 1 2 3 4 5 6

ZPG VKM

Folie 10




Komplexe Zahlen InEOE

Eulersche Beziehung

cos(p) + sin(e) - i = e®!

Polardarstellung (kompakte Schreibweise)
Zz=r-e®l

Sonderfall: e™! = —1

/PG VKM Folie 11




Komplexe Zahlen JDEDE

T e‘,(\e‘e
Bildungsplan Fachliches Unterricht Mt

EEEEE

Umrechnung: Normalform in Polarform

r =+va? + b2

(p = arctan (E)

d
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Umrechnung: Polarform in Normalform

a=r-cos()

o
|

r-sin()
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Graflsche Addltlon und Subtraktlon
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Grafische Multiplikation

....... ZE NS Y LU
------ 9i-{----------- Z'] ------------
Drehstreckung ror
172 7.
N R
r i
2 Re
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Grafische Division
Z, Im
~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ T Rt
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Drehstreckung SN SO S T VN A3 S S
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Vortelle beim Rechnen nutzen!

Addition und Subtraktion in Normalform

Multiplikation und Division in Polardarstellung
Z4 7, =1, -eP1l.p, . e®2l = (p; . 1,) . e(@P1t@2)

29:2; =Tq - €10 (1 - e921) = (ry:1p) - e(P1—@2)
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Potenzieren in Polarform

7 =71 %!
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Einheitswurzel grafisch

Beispiel: z° =1

2m
Z1 — e 3 !
52T am -1
Zo =€ 3 =¢e3
3.21 21ti
Z; =e 3 =et =1
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Einheitswurzel allgemein (z" = 1)
2m
leenl
22_1-[1 4_1T.i k.2_1'[1 &1
Z = e n =en Zp =€ n  =en
320y 6m
Z3 = € = ¢en
kZ_T[l & kE{l,Z, ,n}
Zk:e n — e n
21T ,
Z, =e n & =™l =1
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12m
Z1 = e> 3

2, = elis
25 = ol15*
24 = (15"
25 = l15*
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Allgemeine Losung von z" = z, = e?!

1.
Zl — en.(p.l
@ 2m . 1 . P 1—1).2T).;
Zy = (it 7)1 = enorzmi Zy = e(n*'(k D)
P, 5.2 1 . 1 PN
2y = e(n+2 )i _ o (@+4m)-i 71 = i (@+2-(k—1)T)-i
2T 1 _
7 = e(%-l_(k_l)'T) — eﬁ‘(§0+2‘(k—1)7'f)-1
@ 2m) . 1 ||k €{1;2;...;n}
7 = e(ﬁ-l_(n_l)'T)'l — eﬁ‘(‘ﬂ"'z‘(?’l—l)ﬂ)-l
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Bildungsplan

Allgemeine Losung von z" = zy =r - e?’!
z, = r-
Zy = AT -
Z3 = \r-

@)
Slr—\
©

516
+
2|3

: 1 _
)'1 — n/r. eﬁ-(<p+2n)-1

@

q»)
~—~ ~—

I

1 :
. eﬁ'((p+47l')'l

=JiS
+
N
S
~—
I
S
B

P 2T . 1 .
T+(k—-1)=—) 1 o .
7 = Y1 - elnt ) = nm L (@42 (k=Dm)-i
@1 (n-1)2%).; 1,
Zy = nhe. e(n+(n 1) n)l — "/r.en (p+2-(n—-1)m)-i

. 1 .
7 = 3T e(HJ“(k_l)'T)" — N/ . en (@+2:(k-Dm) k €{1;2;..;n}
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Nullstellen von Polynomen mit reellen
Koeffizienten in C

> pn(z) = 0=py(2) =0 Beweis falls Zeit (ibrig!
» (uadratische Gleichungen

» kubische Gleichungen (z, bekannt)
Polynomdivision durch (z — z;) - (z — z;)
(z—21) (z—72)) =z°—2-Re(zy) -z + |z4]*

» analog p,(z) =0

AN
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Uberblick tber die Anzahl der Nullstellen von
Polynomen mit reellen Koeffizienten in C

Welche Falle konnen auftreten?
> n=2 (3 verschiedene Falle)
» n=3 (4 verschiedene Falle )

» n=4 (9 verschiedene Félle )
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Moglicher Unterrichtsgang

Definition; Grundrechenarten (Normdarstellung) 3 h

Zahlenebene; Grundrechenarten (grafisch) 3 h
Polarform; Euler; Umrechnungen; Potenzen 4 h
Komplexe Wurzeln 4 h

Nullstellen von Polynomen; vermischte Aufgaben 4 h
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EinfiUhrung der Grundrechenarten

» Addition und Subtraktion
Vergleich: Rechnen mit Vektoren

» Multiplikation
Ausmultiplizieren von Klammern

» Division
Vergleich: Rationalmachen des Nenners
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Gauldsche Zahlenebene
» Veranschaulichung hilft den SuS

» Interpretation als Punkt und als Zeiger
analytische Geometrie: Punkt ; Ortsvektor

» grafische Addition und Subtraktion
analytische Geometrie: Vektoraddition

» Multiplikation
Drehstreckung ist den SuS unbekannt
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Bildungsplan Fachliches Unterricht

Umrechnung: Normdarstellung < Polarform

» Schreibweise der Umkehrfunktionen trigono-
metrischer Funktionen (arctan(x))

» WTR- Einsatz teilweise notwendig
» In welchem Quadrant liegt die Zahl?

» Wann ist eine Umrechnung sinnvoll?
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Eulersche Beziehung: cos(¢) + sin(¢p) -i = e®?

» Sehr elegante Schreibweise

» In der Regel nur Mitteilung ohne Bewels

Beweis moglich, falls man zuvor Taylorreihen
behandelt hat

» Die e- Funktion ist plotzlich periodisch

> Sonderfall: e =-1
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Rechnen in oder in Polarform?
» Addition und Subtraktion in

» Multiplikation in beiden Darstellungen

» Potenzieren in Polarform (Potenzgesetze)
» Division in Polarform

> Wurzelziehen in Polarform
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Komplexe Zahlen
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Nett am Rande
L : T\ _I 1
» Was st I' ? ilz(ez ) =e 2 =—=0,2079
e2
i ir 1 L .1 L
> Was ist Vi ? Vi=il =iii =i = - =e2 ~ 48105
1
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Komplexe Wurzeln in drei Schritten

1) Einheitswurzeln: Losungen von z" =1
2) Loésungen von z" =z, = e
3) Losungenvon z" =z, =r-e?

Unbedingt grafisch in Gauldschen Zahlenebene!
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Beweis von p,(z) =0=p,(2z) =0

» Vorher: Beweis von vier Hilfssatzen
Satz 1 und Satz 2 beweisen die SuS eigenstandig
Satz 3 und Satz 4 werden im Plenum bewiesen
(Dabei Wiederholung der vollstandigen Induktion)

» Der Hauptsatz (Satz A) wird im Plenum bewiesen
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Bildungsplan Fachliches Unterricht

Satz A

Wenn ein Polynom p,, vom Grad n mit reellen
Koeffizienten in C die komplexe Nullstelle z;
besitzt, dann ist auch z, = z; eine Nullstelle des
Polynoms p,, .

Satzl:Seizl=a1+b1-iund22=a2+b2-i

danngilt: z; +z, = z; + z, .

Satz 2: SeiZ1 =a1+b1'iundZ2 =a2+b2-i
dannqilt: z; -z, = z; -z, .

Satz3:Seiz=a+b-idanngilt: z" = z" .

Satz 4: Sei z;, = a;, + by, - i dann gilt:
Dk=1%k = Dk=172k -
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Uberblick tber die Anzahl der Nullstellen von
Polynomen mit reellen Koeffizienten in C

» Unterschied reelle und komplexe (nicht reelle)
Nullstellen

» Mehrfache Nullstellen beachten
» Komplexe Nullstellen treten nur paarweise auf

» Es gibt auch mehrfache komplexe Nullstellen
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Uberblick tber die Anzahl der Nullstellen von
Polynomen mit reellen Koeffizienten in C

» n = 2 Mitternachtsformel (Plenum)

» n = 3 Mindestens eine reelle Nullstelle (Plenum)
» n =4 SuS In Partnerarbeit selbst machen lassen
Dabel jewells ein konkretes Beispiel angeben!

Beispiele auch grafisch veranschaulichen (GTR)!
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Zeit fur Ubungsphasen einplanen

» Grundrechenarten in Normdarstellung

» Umrechnung Normdarstellung <> Polarform

» Potenzen und Wurzeln
» Nullstellen von Polynomen

» Vermischte Aufgaben

/PG VKM Folie 39
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Fazit

» Wichtig fur das Studium
» Thema nicht zu schwer fur die SuS

> Uberraschungen fur die SuS
> erste ,,bewusste Zahlbereichserweiterung

> Zeit fur Ubungsphasen nehmen
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