Vertiefungskurs Mathematik

Eine quadratische Gleichung mit reellen Koeffizienten hat in C immer zwei Lésungen
(bzw. eine doppelte reelle Lésung). In der ,Mitternachtsformel” sieht man sofort, dass

fur die beiden komplexen Lésungen z; und z, gilt: z, =z, .

Wie wollen folgenden weitergehenden Satz A beweisen:

Wenn ein Polynom p,, vom Grad n = 2 mit reellen Koeffizienten in C die komplexe
Nullstelle z; besitzt, dann ist auch z, = z; eine Nullstelle des Polynoms p,,.

Um diesen Satz zu beweisen, missen wir zunachst einige andere einfache
elementare Satze Uber komplexe Zahlen beweisen.

Satz1:Seiz; =a;+by-iundz, =a,+b,-idanngqilt: z; +z, = z; + 2, .
Beweis:

Z+Z=a1—bll+a2—b2l=(a1+a2)—(b1+b2)l

Zl+Z2:a1+b1'i+a2+b2'i:(a1+a2)+(b1+b2)'i
Zl+22:(a1+a2)_(b1+b2)'i

924‘5: Zl +ZZ qed

Satz2:Seiz; =a;+by-iundz, =a, +by-idanngilt: z; -z, = z; -z, .
Beweis:

Z'Z:(al_bl'i)'(az_bz'i):al'az+b1'b2'iz_al'bz'i_bl'az'i

Zy 2, =(ay-a; —by-by)—(ay- by +by-ay)-i

21'22=(Cl1+b1'i)'(a2+b2'i)=a1'a2+b1'b2'i2+a1'b2'i+b1'a2'i

Zy 2, =(ay-a; —by-by) +(a;- b, +by-ay)-i

ZyZ; =(ay a;—by by)—(a; by +by-ay)-i
92'5221'22 qed

Satz3:Seiz=a+b-idanngitfirn>2:z" = zn.
Beweis:

(1) Induktionsanfang: n = 2 ; Mit Satz 2 folgt sofort: 7°=72=7"72=22

Damit ist die Behauptung fur n = 2 nachgewiesen.
(2) Induktionsschritt: Fir ein k € IN qilt: z¥ = 7k (*)

: —k+1 _ TRTI
Zu zeigen: z = zk+1

+1 k _ = Tk
=ZZ

Mit (*) folgt: z"'=z-7

Setzt man im Satz 2 fiir z, = z und fiir z, = z* ein, dann folgt: Z - z¥ = z - zK = zk+1

(3) Induktionsschluss: Aus (1) und (2) folgt die Behauptung. g.e.d.
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Satz4:Seizy = ap + b -idanngiltfarn > 2: Y37 _ 2, = Yi_1Zk -
Beweis:

(1) Induktionsanfang: n = 2 ; Mit Satz 1 folgt sofort: z; + z, = z; + z,

Damit ist die Behauptung fir n = 2 nachgewiesen.

(2) Induktionsschritt: Fir ein l € IN gilt: X,z = Yho1Ze (%)

Zu zeigen: Tk 7, = Y4 7

+1 _ l
k=1%k — Zk:l Zr + Z14q

Aus Satz 1 folgt mit z; = 25{:1 Z, und z, = z;,, sofort:

l — l —
=12k T Z141 = Zk:l Zy +Z14q

: .Vl — v —, — _ vi+l —

Mit (*) folgt: i1 Zk + Zj31 = D=1 Zk + Zi41 = Dje1 Zk
+1 . _ Vi+l —
>Nz = Xtz

(3) Induktionsschluss: Aus (1) und (2) folgt die Behauptung.

Beweis von Satz A:
Voraussetzung: p,(z) = X1_, ay - z* mit a, € IR

z, ist Nullstelle von p,, , d.h. p,,(z;) = X¥ par -z, =0
Behauptung: z; ist Nullstelle von p,, , d.h. p,,(z;) = 0
Beweis:
Aus Satz2und ay € IR (d.h.a, =aqa; ) folgt: a, -z = a, -z, = ay -z,
Mit Satz 3 folgt:

— —k — —k — — —
Pn(Z1) = XicoQr " Z1 = XkeoOk " Z1 = Xp=o Ok " Z1° = D=0 Qi " 21"

Mit Satz 4 folgt: pa(7) = Speo G 22° = 2o @ 21* = Pa(z1) = 0 = 0

Somit ist auch z; eine Nullstelle von p,.

g.e.d.

g.e.d.



