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Mdogliche Stundenverteilung zum Thema Taylorreihen (12 h)
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ZPG Vertiefungskurs Mathematik
Didaktische Hinweise zur Unterrichtseinheit ,Taylorreihen®

Der vorgestellte Unterrichtsgang , Taylorreihen® wurde in der Klassenstufe 12 in
sechs Doppelstunden unterrichtet. Insgesamt war bei diesem inhaltlich eher
schweren Thema der Anteil der Lehrervortrage relativ hoch im Vergleich mit den
anderen Unterrichtseinheiten. Allerdings ist dies im Hinblick, dass der Vertiefungs-
kurs Mathematik die Schilerinnen und Schiler auch auf die Vorlesungen an den
Hochschulen vorbereiten soll, nicht von Nachteil. Bevor die Taylorreihen behandelt
wurden, waren zunachst einige klassische Reihen und deren Grenzwerte betrachtet
worden.

Taylorpolynome (benannt nach dem britischen Mathematiker Brook Taylor 1685 —
1731) dienen hauptsachlich dazu, beliebig oft differenzierbare Funktionen (sog. glatte
Funktionen) beliebig genau approximieren zu kénnen. Auf3erdem kann man mithilfe
von Taylorpolynomen, durch gliedweises Integrieren, naherungsweise Integrale von
Funktionen, deren Stammfunktion man nicht kennt, berechnen.

®)
Das Polynom p,(x) = ZZ:of k(!XO)

Entwicklungsmitte x,. Falls man den Grenzibergang n — oo durchfihrt, erhélt man

: - T _yo fPo k
die sog. Taylorreihe der Funktion f: f(x) = X3, x (x — x9)

(x — xo)k heil3t Taylorpolynom vom Grad n mit der

Im Sonderfall x, = 0 spricht man auch von einer Maclaurinschen Reihe von f:
)
fx) = Zf=0f k,(o) xk (Colin Maclaurin 1698 — 1746 war ein brit. Mathematiker)

In der ersten Doppelstunde wurde zunachst der Begriff der ,Reihe” grundlegend

auf der Basis einer Folge (an) definiert. Die Schilerinnen und Schiler lernten eine
Reihe als eine Folge von Teilsummen s, von Folgegliedern a, kennen. Anschliel3end
wurden die Sonderfalle arithmetische und geometrische Reihe behandelt. Dabei ist

insbesondere die Frage, ob und unter welcher Bedingung Grenzwerte dieser Reihen
qn+1_1

existieren untersucht worden. Dazu wurde die Beziehung ¥%_,a; - q* = a, -
k=0 %1 17T

im Plenum hergeleitet. Damit wurde dann fiir |q| < 1 eine Formel zur Berechnung

) ) . . n+1_1
des Grenzwerts einer geometrischen Reihe lim,,_,q (a1 A p )

Abschliel3end wurde als Anwendung der geometrischen Reihen die Umwandlung
einer periodischen Dezimalzahl (z.B. 0,28 und 0,4327 ) in einen Bruch thematisiert.

=1
=T gefunden.

In der zweiten Doppelstunde wurde zunéchst die Divergenz der harmonischen Reihe
mithilfe des Minorantenkriteriums nachgewiesen. AnschlieRend wurde die Konver-
genz einer Reihe mithilfe des Majorantenkriteriums begriindet. Danach wurde noch
das Leibniz- Kriterium fur alternierende Reihen, die auf Nullfolgen beruhen, behan-
delt. Abschliel3end wurde mithilfe des WTR naherungsweise der Grenzwert der

alternierenden Reihe Y5, (—1)k i bestimmt (In(2)).

In der dritten Doppelstunde wurde als Einstieg in das Thema ,Taylorreihen® die Frage
gestellt: ,Wie berechnet ein Taschenrechner Sinuswerte“? Dabei wurde den Schiiler-
innen und Schilern zuerst klar gemacht, dass einem Taschenrechner die Definition
des Sinus als Verhaltnis zweier Seiten nicht einprogrammiert werden kann. Da ein
Taschenrechner eigentlich nur die Grundrechenarten ausfiihren kann, wurde das Ziel
formuliert, die Sinusfunktion durch eine ganzrationale Funktion anzunahern.
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Um den Schilerinnen und Schulern die Eleganz und die relativ einfache Bestimmung
der Taylorpolynome (bzw. Taylorreihen) zu verdeutlichen, wurde zunachst eine
N&aherungsfunktion nach der bekannten Methode (Vorgabe von n + 1 Stiitzstellen)
vorgenommen. Die dabei auftretenden linearen Gleichungssysteme sind mit wach-
sendem n immer aufwéandiger zu I6sen. Zudem mussen alle Koeffizienten bei jeder
neuen Naherung (d.h. mit wachsendem n) neu berechnet werden.

Danach wurde in einem Lehrervortrag die Idee von Taylor erlautert, ein Naherungs-
polynom vom Grade n fir sin(x) zu gewinnen. Dabei wurde die Entwicklungsmitte

xo = 0 gewahlt. Die Schuilerinnen und Schiler waren zunéchst sehr Gberrascht, dass
man eine Funktion annahern kann, obwohl man nur Informationen von einer Stelle x,
verwendet.

AnschlieRend wurden die Taylorpolynome fir n = 3, 5, 7 und 9 bestimmt und die
Gute der Naherungspolynome auch graphisch (GTR) veranschaulicht.

(Die ausfuhrliche Durchfihrung wird in der Datei 04 beschrieben.)

In der vierten Doppelstunde wurde zunachst eine allgemeine Definition eines Taylor-
polynoms mit der Entwicklungsmitte x, = 0 eingefiihrt. Anschlie3end wurde fir das

Beispiel f(x) = cos (x) der Ubergang zur Taylorreihe vollzogen. Die Tatsache, dass
man die Sinusfunktion durch ein Taylorpolynom beliebig genau approximieren kann,
falls man nur n grof3 genug wahlt, hat die Schulerinnen und Schuler sehr tiberrascht.
Dann wurde die allgemeine Definition einer Taylorreihe einer Funktion f besprochen.
Anschlie3end bestimmten die Schulerinnen und Schiler in Einzelarbeit die Taylor-
Reihen fur cos (x) und e* (siehe auch Datei 05). Dann wurde im Plenum das Problem
erdrtert, dass man fur eine Taylorreihe fur In(x) nicht die Entwicklungsmitte x, = 0
verwenden kann. Dabei wurde den Schilerinnen und Schilern nicht von vorneherein
die Schreibweise mit den Potenzen von (x — x,) vorgegeben. Erst im Laufe des
Beispiels hatte sich diese Schreibweise als vorteilhaft herausgestellt (siehe auch
Datei 06).

Zu Beginn der funften Doppelstunde wurde die Konvergenz der Taylorreihe fir In (x)

_\k
mit der Entwicklungsmitte x, = 1 (Z,;";l( 1}1 = (x — 1)* ) mithilfe des WTR unter-

sucht und zudem mit einem GTR veranschaulicht. Anschlie3end wurde durch eine
Substitution die Taylorreihe fur In (1 4+ x) gewonnen. Da die bisherigen Taylorreihen
fur den natirlichen Logarithmus, wegen deren langsamen Konvergenz, nicht beson-
ders fur die naherungsweise Berechnung von Logarithmuswerten geeignet sind,

wurde im weiteren Verlauf des Unterrichts die effektivere Taylorreihe fur In (1+x)

1-x
behandelt (siehe auch Datei 07).
Danach wurde in einem Lehrervortrag der Begriff des ,Konvergenzradius® einer
Taylorreihe definiert und dessen mogliche Berechnung mithilfe des Quotienten-

kriteriums bzw. Wurzelkriteriums aufgezeigt. AbschlieRend wurde der Konvergenz-

radius der Taylorreihen von In (x), e* und In (Li) bestimmt (siehe auch Datei 08).

1
1_
Die sechste Doppelstunde war eine reine Ubungsstunde, in der die Schiilerinnen und
Schiler Aufgaben eines Aufgabenblattes zu den Taylorreihen (Datei 11) bearbeite-

ten. Die Losungen dieser Aufgaben (Datei 21) lagen im Klassenraum zur Selbst-
kontrolle aus.
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Einstieg zum Thema ,, Taylorreihen*

Die Einstiegsfrage ,Wie berechnet ein Taschenrechner Sinuswerte?” fiUhrt zunachst
auf die Bestimmung einer ganzrationalen Naherungsfunktion ftir die Sinusfunktion.

Um die Eleganz und die relativ einfache Bestimmung der Taylorpolynome (bzw.
Taylorentwicklungen) den Schilerinnen und Schilern zu verdeutlichen, wurde
zunéachst eine Naherungsfunktion nach der, fur die Schilerinnen und Schuler
,2ublichen“ Methode (Vorgabe von n + 1 Stitzstellen) vorgenommen.

Die dabei auftretenden linearen Gleichungssysteme (LGS) werden mit wachsendem
n immer aufwéandiger zu l6sen. Zudem mussen alle Koeffizienten bei jeder neuen
Néaherung (d.h. mit wachsendem n) neu berechnet werden.

Danach empfinden die Schilerinnen und Schiler die Methode von Taylor, bei der
nur ein weiterer Koeffizient neu berechnet werden muss (die anderen Koeffizienten
bleiben erhalten), als eine willkommene Erleichterung.

Bestimmung einer ganzrationalen Naherungsfunktion mithilfe von Stutzstellen

Beispiel 1: Naherungsfunktion 3.Grades (Graph punktsymmetrisch zum Ursprung)

f(x) = sin (x)

Man bendtigt wegen der Symmetrie nur zwei, statt vier Stutzstellen.
s T
X = und x, = 3

Ansatz: g(x) =b-x3>+a-x

sedngungens g (5) = b+ (J) +a-$=7(9) =

9()=0-() +ai=r()-

Man erhélt ein LGS mit zwei Gleichungen fiur die beiden Variablen a und b:
3
b-() +ag=; O
3
b-(5) +a-3=1 (D)
9

Aus (—3) - (I) + (II) folgt: b = —3

7-[3
Einsetzen in (1) liefert: a = g > g(x) = — x3 +

Beispiel 2: Naherungsfunktion 5.Grades (Graph punktsymmetrisch zum Ursprung)

f(x) = sin (x)
Man bendtigt wegen der Symmetrie nur drei, statt sechs Stutzstellen.
51

X, == x, == und x; = =
1_6’2_2 3_6

Ansatz: h(x) =c-x>+b-x3+a-x



Bedingungen: h (g) =c- (g)s +b- (g)3 +a -% = (E) ==
1§ =) +2-() +a5=1()-
()= () o () e ()

Man erhélt ein LGS mit drei Gleichungen fur die Variablen a, b und c:

@) +b- @) +al=1 0

@) +b- ) +al=1 an

5m\° 5m\° 50 1

Aus (=3)-(I) + (ID) und (=5) - (II) + (III) folgt:

¢ b s = =2 (V)
c-16—:27t5 +b-gﬂ3 ==2 (V)

Aus (=5) - (IV) + (V) folgt: ¢ = 222
Einsetzen in (IV) liefert: b = — 12,1,3

2009

: : : 8 8 2009
Einsetzen in (ll) liefert: a = PP > h(x) = L. x5 Lo.x3 4222

X
4075 16m3 6407

Man sieht sofort, dass sich bei der besseren Naherung 5.Grades auch die Koeffizien-
ten a und b verandern und jedesmal neu berechnet werden mussten.

Die Abbildung veranschaulicht die Genauigkeit der beiden Néaherungsfunktionen.
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Um die Genauigkeit der Naherung zu veranschaulichen kann man z.B. die
Funktionswerte von f und h an der Stelle x, = 1 vergleichen.

f(1) = 0,8414709848 ; h(1) = 0,8425384554
Obwohl der Graph (wegen der Skalierung) eine gute Naherung auf dem Intervall

[—g; E] suggeriert, ist die Abweichung noch weit von der Rechnergenauigkeit
(in der Regel 10 Dezimalen) entfernt. Schon die dritte Dezimale ist falsch.

Somit kénnen die Schilerinnen und Schiler einigermalien abschatzen, wie auf-
wandig es ware ein LGS fur eine hinreichend gute Naherungsfunktion zu l6sen.

AnschlieRend wird den Schuilerinnen und Schilern die Idee von Taylor erlautert.
Der wesentliche Unterschied besteht darin, dass man nur eine Entwicklungsmitte x,,
verwendet, dafur aber neben dem Funktionswert auch noch die Funktionswerte
mehrerer Ableitungsfunktionen von f bertcksichtigt.

Um die Vorgangsweise besser zu veranschaulichen, beginnt man mit dem Taylor-
polynom 1.Grades (also der Tangentenfunktion an der Stelle x;)

Taylorpolynom 1.Grades: p;(x) = a, " x + q,

Entwicklungsmitte: x, = 0
Bedingungen: p,(0) = f(0) und p,'(0) = f'(0)
f'x) =cos(x) ; pi'(¥) =

p1(0) =a; =0
p1(0)=a; =1
2>p(x)=x

Taylorpolynom 2.Grades: p,(x) = a, *x? + a; - x + a
Entwicklungsmitte: x, = 0

Bedingungen: p,(0) = f(0) und p,'(0) = f'(0) und p,"(0) = f"(0)
f'(x) ==sin(x) ; p,'(x) =2a, x+ay; p,"'(x) =2a,

p2(0) =ay =0

p2(0) =a; =1

p7(0)=2a,=0 Da,=0

2 p,(x) =x =p;(x)

Taylorpolynom 3.Grades: p3(x) = as - x3 + a, - x? + a; * x + a

Entwicklungsmitte: x, = 0



Bedingungen:
p3(0) = f(0) und p3'(0) = f'(0) und p3"'(0) = f(0) und p5""(0) = f"'(0)
f'"(x) = —cos (x) ; p3'(x) =3az-x*+2a,-x+a;; p;''(x) =6a; x+ 2a,

p3"'(x) = 6a;
p3(0) =a, =0
p3(0) =a;, =1

p3(0)=2a,=0 Da,=0

p3’”(0) = 6a3 = _1 9 a3 = _%
> p;(x) = —%x3 +x

Man erkennt, dass immer nur ein neuer Koeffizient, namlich a,, berechnet werden
muss, alle anderen Koeffizienten a; mit i € {0; 1;2; ...; n — 1} bleiben gleich.

Zudem sind alle Koeffizienten mit geradem i Null, da sin(0) = 0 gilt. AuRerdem sind
alle Koeffizienten mit iMOD (4) = 1 positiv und alle Koeffizienten mit iMOD(4) = 3
negativ.

Da die ungeraden Ableitungen von f an der Stelle x, = 0 entweder den Wert 1 oder
— 1 besitzen, gilt fur die Koeffizienten mit ungeradem i:

a; = %fUr iMOD(4) = 1 bzw. a; = —%fUr iMOD(4) = 3
Somit lauten weitere Taylorpolynome von f:

_ 1 5 1 3
'ps(x)—lzox e +x

1 7 1 5 1 3
X)=—-x"+—x>—-x"+Xx
p7(x) 71 120 6
1. o9 1 5 1 5 13
X)=—=X"—-=Xx"+—x>—-x"+x
P (x) 9! 71 120 6

PR — (_1\k._1 2k+1 _q\k-1.__ 1 2k-1 4 ...
Allgemein gilt: pyg41(x) = (—1) 2 ¥ + (1) 2 ¥ + -+ x
k
(x) _ (_1)1' . 1 x2i+1
P2k+1 - (Zl + 1)'

=0

Die Schulerinnen und Schuler erkennen, dass man ohne grof3en Aufwand schnell
weitere Koeffizienten und damit Taylorpolynome berechnen kann.

Dies liegt daran, dass bei der Entwicklungsmitte x, = 0 nur der Koeffizient ohne x
einen Beitrag zum Wert von pi(l)(O) liefert (1 € {0; 1; 2; ...; n}).

Der Vorteil der Taylorpolynome gegenuber den ,Stltzstellenpolynomen® ist damit klar
aufgezeigt, denn ein miuhseliges Losen von sehr grof3en LGS entfallt.



Die Abbildung veranschaulicht die Genauigkeit einiger Taylorpolynome.
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Um die Genauigkeit der Naherung durch das Taylorpolynom p- zu veranschaulichen
kann man z.B. die Funktionswerte von f und p, an der Stelle x, = 1 vergleichen.

F(1) ~ 0,8414709848 ; p,(1) ~ 0,841468254

Hier stimmen schon die ersten vier Dezimalen lberein. Schon das Taylorpolynom
p13 berechnet einen Naherungswert fur f (1) der sich auf Rechnergenauigkeit
(10 Dezimalen) nicht mehr von f (1) unterscheidet.

Im weiteren Unterrichtsverlauf wird dann die Taylorreihe fir sin (x) definiert, die die
Funktion beliebig gut anndhert und somit mit f gleichgesetzt werden kann:

(o]

: — i. 1 2i+1
sin(x) = ZH) i+ D"

i=0
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Weitere Beispiele fur Taylorreihen mit x, =0

Nachdem man die Taylorreihen z.B. am Beispiel 1 der Sinusfunktion im Plenum
eingefuhrt hat, kdnnen die Schilerinnen und Schuler z.B. die Taylorreihe fur f mit
f(x) = cos (x) und f(x) = e* selbst bestimmen.

Die Taylorreihe einer beliebig oft stetig differenzierbaren Funktion f mit der
Entwicklungsmitte x, = 0 lautet:

)
f(x) = wak

k!
k=0

Beispiel 2: f(x) = cos (x) ; x, = 0
Es gilt: f'(x) = —sin (x) ; f"(x) = —cos (x) ; f""'(x) = sin (x) ; f®(x) = cos (x)
> f(0) = fP(0) = f®(0).. =1
> f(0) = f(0) = f©(0) ... =
2> f(0) = f©0) = f19(0) ... = -1

Somit lautet die Taylorreihe fir cos (x) :

(en)

(- 1)"
@™

1 [ee]
cos(x) =1—=x? +—x — =Z

2
k=0

Die Abbildung veranschaulicht die Genauigkeit einiger Taylorpolynome.
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Beispiel 3: f(x) = e* ;x, = 0

Es gilt: f(x) = /() = f(0) = () =+ = fP(x) = e
> £(0) = £/(0) = £(0) = f"(0) =+ = fR(0) = e* = 1
Somit lautet die Taylorreihe fir e*:

X — 1 2 1 3 — N 1
e —1+x+§x +€x +---—k_OEx

k

Die Abbildung veranschaulicht die Genauigkeit einiger Taylorpolynome.
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Beispiel fur eine Taylorreihe mit x, # 0

Ein geeignetes Beispiel, fir eine Entwicklungsmitte x, # 0 ist die nattrliche
Logarithmusfunktion, da diese fur x = 0 nicht definiert ist.

Dabei wird den Schilerinnen und Schilern nicht von vorneherein die Schreibweise
mit den Potenzen von (x — x,) vorgegeben. Erst im Laufe des Beispiels wird sich
diese Schreibweise als vorteilhaft herausstellen.

fx) = In(x)
Taylorpolynom 1.Grades: p;(x) = a, - x + a,

Entwicklungsmitte: x, = 1

Bedingungen: p; (1) = f(1) und p,"(1) = f'(1)
fle)==:m®=a

p1(1)=a,+a,=In(1) =0

p1(0) =a; =1

Da,=—12> p,(x)=x-1

Taylorpolynom 2.Grades: p,(x) = a, - x?> + a, ' x + a,
Entwicklungsmitte: x, = 1

Bedingungen: p,(1) = f(1) und p,"(1) = f'(1) und p," (1) = f"'(1)
f'(x) = —xl_z P2’ () =2a; x+ag; p'(x) = 2a,
p,(1) = a,+a;+a; =0

p2(1) =2a,+a; =1

py(1) =2a,=-1 da,=—-

>aq,=2 -)aoz—g -)pz(x)=—3x2+2x—§
Es fallt auf, dass sich die Koeffizienten a, und a, des Polynoms p, bei p, verandert

haben.
Somit scheint der Vorteil der bisherigen Taylorpolynome, dass man nur einen neuen

Koeffizienten berechnen muss, fur x, # 0 verloren gegangen zu sein.

An dieser Stelle kann man den Schulerinnen und Schiler mitteilen, dass man mit
einem , Trick“ den oben genannten Vorteil retten kann.

Esgilt: pp(x) = —Zx? + 2x — - = —cx?4x — 4 x -1

pz(x)=—%-(x2—2x+1)+x—1=—§-(x—1)2+(x—1)

12



D.h. man kann die alten Koeffizienten verwenden, falls man quasi (x — 1) als
,variable verwendet.

Insbesondere gilt: p,(x) = —%- (x— 1) +p,(x)
Das Taylorpolynom 2.Grades enthalt, wie gewohnt, das Taylorpolynom 1.Grades.

Dass dies auch fur die hoheren Grade gilt wird noch einmal am Beispiel von p;
nachgewiesen und dann allgemein (ohne Beweis) tibernommen.

Taylorpolynom 3.Grades: p;3(x) = as - x3 + a, - x* + a; * x + a
Entwicklungsmitte: x, = 1

Bedingungen:

p3(1) = f(1) und p3'(1) = f'(1) und p3"(1) = f(1) und p;""(1) = (1)

f""(x) = 2. p3'(x) =3az x*+ 2a,-x +a,; p;3"'(x) = 6as - x + 2a,

et
ps"'(x) = 6as

ps(1) =as; +a,+a, +a, =0
p3(1) = 3a; + 2a,+a; =1
p3 (1) = 6a; + 2a, = —1

P (D =6a;=2a;=; da,=—, da;=3Fa =~

> p3(x) =§x3—§x2+3x—%

Umschreiben von pj;:

3 11 1 2 1 9
p3(x) =§x3—§x2 +3x—?=§x3—x2 +x—g—§x2 +2x —
N J
g
p2(x)

1 1 1
p3(x) = §x3—x2 tx ot p,(x) = 3 (x3-3x%+3x — 1) + p,(x)

1 1 1
P =3 G- D Hp@ =5 G-D —5 - D+ -1
Bei der Berechnung von p, wird nur noch der neue Koeffizient a, berechnet.
Ansatz: p,(x) = a, - (x — 1)4+§-(x— 1)3 —%-(x— D2+ (x—-1)
e __ 65 By —
Es gilt: f®(x) = ——und p,” (x) = 24a,

Aus f(4‘)(1) — p£4)(1) folgt 24a4 = —6= a, = _i
1 1 1
pax) = -7~ (x— 1)4+§'(x— 1)3 -5 (- D2+ (x—1)
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Mit £ (x) = (—=1)**- (k 1) und pkk)(x) k! - a, folgt aus f® (1) = P,Ek)(l)

-1 (k-1)! -1 1
a = (-DF - = 1 o

Somit lautet die Taylorreihe fur In (x):

1 1 1
ln(x)=(x—l)—i-(x—1)2+§-(x—1)3—z-(x—1)4+

In(x) = ) (-1 (e - 1)
k=1

Diese Taylorreihe konvergiert nur auf dem Intervall (0 ; 2) und zudem konvergieren
die Taylorpolynome sehr langsam. Man musste daher einen sehr hohen Grad zur
naherungsweisen Berechnung von Logarithmen verwenden.

Beispiel: In (1,5) = 0,4054651081 ; ps(1,5) = 0,4072916667
Hier ist schon die dritte Dezimale falsch.

Man misste mindestens das Polynom vom 28.Grad verwenden, um auf Rechner-
genauigkeit (10 Dezimalen) [n (1,5) zu erhalten.

Daher ist diese Taylorreihe nicht geeignet, um damit gute Naherungen zu berechnen.

Anschlie3end zeigt man den Schilerinnen und Schulern, wie man mithilfe einer
einfachen Substitution diese Taylorreihe eleganter schreiben kann.

y=x—-12x=y+1
1
In(y+1) —Z( 1)ty
Will man also In (1,5) berechnen muss man y = 0,5 in der Taylorreihe wéahlen.

Hinweis: Fiur [ n(y + 1) hatte man auch die Entwicklungsmitte y, = 0 wahlen
kénnen.

Die Abbildung veranschaulicht die Genauigkeit einiger Taylorpolynome.
15 'y
.
051

0! . X,
25 -2 -15 -1 -05 0 05 M 1.5 2 25 3 35 B 45 5 55 6

-0.51
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Danach wird noch die Taylorreihe mit einer beliebigen Entwicklungsmitte x,,
allgemein definiert.

Die Taylorreihe einer beliebig oft stetig differenzierbaren Funktion f mit der
Entwicklungsmitte x, lautet:

(0]

()
= > T ey
k=0

15



Vertiefungskurs Mathematik 12

Eine effektive Taylorreihe zur Berechnung von Logarithmen

Eine Variation der Einstiegsfrage lautete:“Wie berechnet ein Taschenrechner
naturliche Logarithmen?“

Diese Frage konnte durch die Taylorreihe fiir n (x) bzw. In (x + 1) noch nicht
zufriedenstellend beantwortet werden. Diese Reihe konvergiert nur auf dem Intervall
(0; 2) und zudem konvergieren die Taylorpolynome sehr langsam. Man musste
daher einen sehr hohen Grad zur ndherungsweisen Berechnung von Logarithmen
verwenden.

Im weiteren Verlauf wurde mit den Schilerinnen und Schilern eine geeignetere
Taylorreihe erarbeitet, mit der man zum einen auf ganz R* natirliche Logarithmen
berechnen kann und die zudem viel schneller konvergiert. Damit gentigt schon die
Eingabe eines Taylorpolynoms mit niedrigem Grad zur ndherungsweisen
Berechnung von Logarithmen.

fe =i (5)

1

Entwicklung der Taylorreihe (x, = 0):

(%)
f(x)—sz 0) Xk

k!
k=0

Die Funktion f l&sst sich erheblich leichter ableiten, falls man zuvor eines der
Logarithmengesetze ([l n (%) = In(a) — In (b) ) anwendet. Dieses Gesetz muss
man den Schilerinnen und Schilern mitteilen.

fo)=1n(32)=In(+x)—In(1—x) > f(0) =0 g =0

f'(x )———— (-1 )——+— >7(0)=2da, =2=2

1+x 1!

HOEE

)2-)f”(0)=0-)a2=%=0

(1+x)2 (1-

" 2 " _ _4_2
f ()_(1+x)3+(1_x)39f (0)_490'3_3!_3

fO) = >fO0)=0Pa=2=0

(1+x)4 (1- x)4

>FO0)=2-4>a;=2r=12

5

FO ) =

(1+x)5 (

(k-1)! | (k—1)!
(1+x)k  (1-x)k

fEx) = (k1. > F®(0) = 0 fur gerade k

£ (0) =2 (k — 1)! fir ungerade k

2-(k—1)!

ar = 0 fur gerade k bzw. a, = ——

= % fur ungerade k

16



Somit ergibt sich folgende Taylorreihe:

[ (1+x)—2 +2 3+2 5+2 7+
n 1_x = 44X 3x Sx 7x

140 v 2 .
—_ LA 20—1
ln(l—x>_ZZi—1 X
i=

Beispiel: In (1,5) = 0,4054651081

1+x

Aus == == folgt x = = = 0,2 ; p5(0,2) ~ 0,4054613333
Hier stimmen schon die ersten funf Dezimalen.

Es gentgt das Polynom bis i = 7 zu verwenden, um auf Rechnergenauigkeit
(10 Dezimalen) In (1,5) zu erhalten.

Daher ist diese Taylorreihe geeignet, um damit gute Naherungen zu berechnen.
Die Abbildung veranschaulicht die Genauigkeit einiger Taylorpolynome.

Will man [ n(y) berechnen, so muss man zunachst das passende x bestimmen.

Ausy = i—i folgt x = % . Man kann also zu jedem y > 0 eindeutig x bestimmen,

wobei x € (—1;1) gilt. Die Taylorreihe konvergiert fir x € (—1; 1) und die Taylor-
polynome nahern sich auch fur kleine i gut den Logarithmuswerten an.

Man konnte also den Taschenrechner mit einem Tool programmieren, das zunachst
den passenden x- Wert zum eingegebenen y- Wert berechnet. Dieser x- Wert wird
dann in ein hinreichend grol3es Taylorpolynom eingesetzt und damit der Logarithmus
naherungsweise berechnet.

Hinweis: Fur grof3e Werte von y ist X hahe bei 1 und man musste i recht grof3 wahlen.

Dies kann man mit einem weiteren Tool, das auf den Logarithmengesetzen beruht,
vermeiden. Man dividiert y solange in einer Schleife durch die eulersche Zahl e, bis

das Ergebnis y* = eim zwischen 1 und e liegt.

17



Dann gilt: In(y) = In(y*-e™) = In(y*) + In(e™) =In(y*) + m
Man berechnet also den Logarithmus der recht kleinen Zahl y* mit 1 < y* <e.
Danngiltfurx: 0 < x < :—1 ~ 0,462

Dadurch erhalt man z.B. fir i = 14 auf Rechnergenauigkeit (10 Dezimalen) die
exakten Logarithmuswerte fur alle y.

Beispiel:

[n(1000) , d.h. y = 1000 > y*

1000
eb

~ 2,478752177 (d.h. m = 6)

> x =

Y1~ 0,4250812077
y*+1

Einsetzen in p,.14_1 = P,y liefert: In(1000) =~ 6 + 0,907755279 = 6,907755279

Analog geht man fir y- Werte, die nahe bei Null liegen vor. Jetzt multipliziert man
solange mit e, bis das Ergebnis y* = y - e™ zwischen 1 und e liegt.

Beispiel:
[n(107%) ,dh.y=10"°=> y* =10"%-e!* = 1,202604284 (d.h. m = 14)

*

>x=2 1 ~ (0,09198396899

-+

Einsetzen in p,.14_1 = Py liefert: [n(107%) ~ 0,184489442 — 14 = —13,81551056
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Vertiefungskurs Mathematik 12

Beispiele fir Konvergenzradien von Taylorreihen

Den Konvergenzradius von Potenzreihen und speziell von Taylorreihen kann man
entweder mithilfe des Quotientenkriteriums oder mithilfe des Wurzelkriteriums
(Formel von Cauchy- Hadamard) bestimmen.

Dabei ist das Wurzelkriterium das mathematisch scharfere Kriterium. Das heil3t, es
gibt Beispiele fir Potenzreihen, deren Konvergenzradius mit dem Wurzelkriterium
bestimmt werden kann, obwohl das Quotientenkriterium nicht zum Ziel fuhrt.

Mogliche Definition des Konvergenzradius:
Gegeben ist die Potenzreihe Yoy a, - (x — x)™

Falls es eine Zahl r € IR gibt, so dass fur |x — x,| < r die Potenzreihe konvergiert

und fur |x — x| > r die Potenzreihe divergiert, dann heif3t r der Konvergenzradius
der Potenzreihe.

Sonderfélle:
1) Wenn die Potenzreihe nur fir x = x, konvergiert, dann gilt r = 0.
2) Wenn die Potenzreihe fur alle x € IR konvergiert, dann gilt r = co.

Die Potenzreihe konvergiert auf dem offenen Intervall (x, — r; x, + 1).

Ob die Reihe auch an einem der Rander oder an beiden Randern des Intervalls
konvergiert, kann weder mit dem Wurzelkriterium noch mit dem Quotientenkriterium
entschieden werden, sondern muss getrennt betrachtet werden.

Quotientenkriterium zur Bestimmung des Konvergenzradius einer Potenzreihe:

. a e . . a
a) Falls lim,,_,., |——| existiert, dann gilt r = lim,,_,, [—]| .
an+1 an+1
.. . a .
b) Falls fur n — oo gilt - | - oo, danngilt r = o0
n+1

Hinweis: Falls weder a) noch b) eintreten, dann kann man mit dem Quotienten-
kriterium den Konvergenzradius der Potenzreihe nicht bestimmen.

Wurzelkriterium zur Bestimmung des Konvergenzradius einer Potenzreihe:

a) Falls lim sup,_. +/|a,| existiert, dann gilt fir:

1

a1) lim sup,_e /|a,| #0:7 = T

ay) lim sup,e /lay| =0:17 =00
b) Falls fir n - oo gilt \/|a,| = o, danngilt ¥ =0

Da die Schilerinnen und Schiler ohne Hilfsmittel (Taschenrechner usw.) das

Verhalten von %/|a,| furn — o in der Regel nicht abschatzen kénnen, macht es
auch wenig Sinn das Wurzelkriterium im Unterricht zu behandeln.
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an

fir n —» oo konnen die Schilerinnen und Schiiler in der

Das Verhalten von
an+1

Regel auch ohne Hilfsmittel recht gut abschatzen. Daher ist es gut moglich den
Schilerinnen und Schilern das Quotientenkriterium mitzuteilen und damit einige
Beispiele fur Konvergenzradien zu bestimmen.

Dabei ist natirlich nicht an einen Beweis des Kriteriums gedacht, der deutlich tber
das Niveau des Vertiefungskurses hinausgehen wirde.

Beispiel 1: f(x) =In(x);x,=1

n(x) = ) (-2 (= 1
k=1

1 1
an | (_1)711'5 _|_n+1|_n+1
An+1 — 1 n n
" =" n+1
D lim,,g [ = limyp " =17 =1
n+1

Somit konvergiert diese Taylorreihe nur auf dem Intervall (0; 2).

Beispiel 2: f(x) =e*;x, =0

1

X — A~k
e* = X

k=0

a 1 n+1)!

SR I LS T
An+1 n:

(n+1)!

T | =n+1- o0, dahergilt r =
an+1

Somit konvergiert diese Taylorreihe nur auf ganz IR.

Beispiel 3: f(x)zln(g);xozﬂ
1+xy ~ 2
— 2i—-1
n(l—x) ZZi—l x
=1
2
QG | _ |2n=1 _|2n+1 _2n+1
a1 |1 | I2n—-1l 2n-1
2n+1
S lim, o [ =lim, 2 =13 r=1
an+1 2n—1

Somit konvergiert diese Taylorreihe nur auf dem Intervall (—1; 1).
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Vertiefungskurs Mathematik 12

Aufgaben zu Taylorreihen

AUFGABE 1 Bestimme die Taylorreihe fur folgende Funktionen um die

Entwicklungsmitte x, = 0 . Bestimme auch den Konvergenzradius r der Reihe.

Af@=e* b gw=e” o=l (1-%) di@ =

AUFGABE 2 Bestimme jeweils das Taylorpolynom ps (d.h. vom Grad 5) um die
Entwicklungsmitte x, = 0 .

Berechne jeweils die prozentuale Abweichung von ps(1) von f(1).

a)f(x)=v1l+x b)f(x) =tan(x) c)f(x)=arcsin(x) d)f(x) = sinh(x)

X_a—X

(Definition: “Sinus hyperbolicus” sinh x = =

)

1
(cos (x))?

f(x) = arcsin(x) =2 f'(x) = \/1i_x2

Hinweis: f(x) = tanx =2 f'(x) =

AUFGABE 3 Bestimme die Taylorreihe fir folgende Funktionen um die
Entwicklungsmitte x, .

a) fx)=x-e*; x,=1 b) g(x) = coshx ;x, =0

eX+e™X

(Definition: “Cosinus hyperbolicus” cosh x =

)
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Vertiefungskurs Mathematik 12
Loésungen: Aufgaben zu Taylorreihen
AUFGABE 1
aAf()=e*; ff()=—e*; f'"(x)=e* ... fOKx)=(-1)k e
fEO(0) = (-D*

00 (_1)k . xk

fo =) =

k=0

Konvergenzradius: Quotientenkriterium

1

i +1)! _ _
L P Ml _ + 1 = Es gibt keinen Grenzwert
an+1 e n!

Also gilt: r = o

b glx) =e*; g'(x) =2x-e* ; g"(x) =e* - (2 +4x?)
9" () =e* - (12x+8x3) ; g®(x) = e*" - (12 + 48x2 + 16x*)
g®(x) = e** - (120x + 160x3 + 32x5)
g®(x) = e** - (120 + 720x2% + 480x* + 64x°)
g% (0) = 0 fiir ungerade k & a; = 0 fiir ungerade k
g(0)=1; g"(0)=2;g"(0) =12 ; g©®(0) =120

11 -a=%2=1" _1z_1. 120 _1 -1
Q=537+ =574, == =77 =5 - 2k T3
=1
— .2k
g = )
k=0
Konvergenzradius: Quotientenkriterium
1 _ (n+D)!
a o n+1)! . .
nf =0 = =n+1 => Es gibt keinen Grenzwert
an+1 D! n!

Also gilt: r =
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9H = (1-8) 1 WD = 251 W =~ ) = A

h(k)(x) = (—1)k+1. (k—1)! > h(")(o) = (=1)k*1. (k-1)! _(k—1)!

(x—2)k (—2)k — ok
-1
h(x) = Z — - xk
k=0
Konvergenzradius: Quotientenkriterium
1
an | _  pam _ (m+1)2™1 2:(n+1) : n | _ 1 2:(n+1) _
Pl = : = = 2> lim,,_, - =1lim,_ =
(n+1)-2+1
Also gilt: r=2
. _ 1 - _ i’ _ i’ - _
d) l(x) - 1+x ' l (x) (1+x)2 ’ ( ) (1+x)3 ' ( ) (1+x)4

i) = (-1 —E 3 i) = (=1)k - k!

(1+x)k+1

i(x)—z( DYk Z( 1)k - x

k=0

Konvergenzradius: Quotientenkriterium

an 1 . an
==-=1=>lim — =1
An+1 1 7% lanyy
Alsogilt: r=1

AUFGABE 2 Bestimme jeweils das Taylorpolynom ps (d.h. vom Grad 5) um die
Entwicklungsmitte xo = 0.

Berechne jeweils die prozentuale Abweichung von ps(1) von f(1).

Q) f0) =VTFx=(1+0: ; f()=2(1+0)7%; f"(x>=—§<1+x>—%
fm(X)=§(1+x)_§; f(4)(x)=—1—2(1+x)_%; f(S)(x) £5(1+ ) -

1 1 3 15
==L () =1+ x—lx2+—x — 2yt xS
57 51 7 256 Ps 128 256

262
f(1) =v2; p5(1)— -) *—+100% ~ 0,818%
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b) f(x) = tan(x) ; f'(x) = o (x))2 L (x) = 228 ()

(cos (x))?
fr0) = - (cos4(96))2 + (cos (96))4 P00 =~ (Szisn(ﬁ(:)?3 + (zc‘f)ssir(lx()jg)5
[ = (cos (x))z - (coiz(?c»‘* * (coi?c)w
ao—azo al—%zl az—%zO a3=§=§ a4=%=0
as =§=% > ps(x) = x+- x +—x
ps(D) == > % 100% ~ 5,826%

c) f(X) = arcsin(x) X f’(x) = (1 _x)_% ; fll(x) — x- (1 _x)_%
Fre0 = 1+203) (1-072 fO) = O +6x%) - (1—0)72

FO@) =+ 72x% + 24x") - (1 - x)"2

aozazo : a1=%=1 : a2=%=O ,a3=%=%,a4=%=0
1 3

a5=%=% > p5(x)=x+gx3+5x5

(1) =2 > S50 0096 = 22128 100% ~ 20,95%
Ps 120 arcsin(1) 0= g 0= 2y 0
d) f(x) = sinh(x) = e C f(x )— g = cosh (x)
f'(x) = _— = sinh (x) ; "' (x) = cosh (x) ; f® (x) = sinh (x)
F®(x) = cosh (x)
aozazo alzizl a2:;:0 aSZ%:%;all-:%:O
a5=§=a > p5(x)—x+ x3 +Ex

=2 Sinh(1) g 100% ~ 0017%
Ps T 40 sinh(1) 0~ 0

24



AUFGABE 3

a) fx)=x-e*; f'l(x)=e*+x-e*=x+1)-e*

flx) =e*+x+1)-e*=w+2)-e*; f"(x) =x+3)-e*
O =x+k)-e*=> FfFfOD=>0A+k)-et=e-(1+k)

a, = —e'(;;k)
e (1+k
fay = 0 oy
k=0 '
b) g(x) = cosh(x) = exze_x g (x) = ex_z—e_x = sinh (x)

eX+e™*
2

g"'(x) = = cosh (x) ; g"""(x) = sinh (x) ; g™ (x) = cosh (x)

a, = % fur gerade k (d.h k =2m) ; a, = 0 fur ungerade k

o 1
9(x) = Z am ¥
m=0
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